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函数拟合多形地位指数

曲线 模 型 的 研 究
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摘共 本文以  函数 为基本模 型
,

讨论 了不 相 交 多形地位指 数曲线 的

拟合
。

解决 了标准年龄时树高与指数位不一致的 问题 , 给 出 了根据树高和年龄求指

数的实用迭代公式 , 探讨 了标 准年龄不 同
,

指数 曲 线 形状是否会 变化的 问砚 , 最后

讨论 了本文所 用的衫木多形 地位指数曲 线模型的一些特性
。

关越词  ! 函数 , 多形地位指数 曲线 ,  ! 迭代法

当样本资料收集后
,

要建立一个好的地位指数 曲线模型
,

关键在于选择好数学模型和拟

合方法
。

就建立树高生长过程一类反映生物生长规律的模型而言
,

一个好的数学模型
,

不仅

要求对样本 资料应具有灵活的切合性能
,

最小的拟合残差和尽可能少的参数
,

而且其参数应

具有生物学意义
。

从这些基本要求 出发
,

对 函数在建立多形地位指数曲 线模型中

的应用
,

进行了研究
。

并根据改进后的 参数  函数
,

分别建立了杉木
、

马 尾松多

形地位指数曲线模型
,

取得了良好效果
。

本文将就在应用  函数中的一些 关键技术

问题进行探讨 如何提高其 灵 活 性  年 曾 指 出 简 单 的

函数对多形树高生长 曲线的适应性不强〔‘〕 , 如何使标准年龄 时的树高与地位指

数值取得一致 , 标准年龄的变化是否使曲线变化
,

以 至影响到使用精度的要求 , 如 何 根

据年龄和树高值迅速求得地位指数值
。

同时对所建模型的特性进行了探讨
,

取得了良好结果
。

一
、

多形地位指数曲线模型的确立和求解方法

优势高与年龄的关系
,

可用 函数表示

, 公 。 一 一 ’ ’一 孟

为年龄
,

刀 。 , ,

为参数

优势高除随年龄的增长而增高外
,

还受以地位指数表示的立地质量好坏的制约
,

即一个

本文于 年 月 日收到
。
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地位指数决定一条树高曲线
。

而树高曲线  是由 决定的
,

因此
,

一个地位指 数
,

决 定一

个
,

用下式表示

〔
。 , 、 ,

〕

为地位指数
。

将此式代入
,

为

〔
,

〕
。

〔 一 。一 ’

〕不育汀万

与 的具体关系
,

经样本资料分析为非线性相关
,

故定为
。 , 一 么 二 几

么

这里把
、

与 的关系定为抛物线
,

是考虑到
、

的变化不易确定
,

而抛物线 具 有较

好的适应能力
,

且形式简单
。

把 代入 有

万 , , 公 〔 一 。 土
‘

二三
‘

〕不瓦下瓦不币不厄

。, ,
⋯

,

为待定参数
。

当 确定后
,

式就是一个完整的多形地位指数曲线模型
,

代入不同的地位指数和年龄
,

便可把 展开成多形地位指数表
。

为了克服 等人
“  对类似 式一类方程用参数预估法求解 各参数值用

与地位指数分别建立子模型的方法求出 所带来的一些矛盾
,

按通常最 小 二 乘 法 定义
,

用

迭代法直接求解参数
。

因为在 式中
。、 、

是相互制约 的
,

按 式直

接求解
,

可使得 几
、 、

自行协调
,

且便于计算机处理
。

若先由 式求出不同的
,

再由 式求
,

这样就把
。、 , 、

的关系割裂开来
,

使得它们不能 自行协调
,

既会增大

误差
,

又增加了计算步骤
。

用 式和直接求解 的拟合方法所建立的杉木和马尾松多形地位

指数曲线模型
,

经检验具有很好的切合灵活性
,

证明 函数的灵活性可通过 参数与

地位指数的协调得到提高
。

但 式尚有 个间题需要探讨解决 当 确定后
,

代入标准年龄和地位指数所求得的

树高与地位指数不一致 , 当标准年龄改变时
,

曲线形状是否会变化 , 已知树高和年龄如

何迅速求得地位指数
。

二
、

标准年龄时树高和地位指数值矛盾的解决

类似 式的多形地位指数曲线模型
,

在拟合方法上不采取特殊处理
,

常会导致标准年龄

时的树高与地位指数不一致
。

可以认为
,

标准年龄时的树高与指数一致的 是存在 的
。

如求

得的 不能使它们一致
,

则这个 尚未满足要求
。

在求解一元非线性方程的根时
,

有一种方法是
,

将所求解的非线性方程 二 改写成

先给一个初值
。,

代入 式算出
,

再将 二 作为初值代入 式求出 碗
,

如此重复
,

若收敛

即 式两边趋于相等
,

或
。 一

, 一 ,
趋于

,

则其极限值 为原方程 以劝 的 根
。

仿照

这种方法 当然 二 的根只 是一个或几个点
,

而地位指数是一个区间
。

例如最低指数为
,

最高指数为
,

在标准年龄时
,

用 一 之间的任一数代入
,

所求得的 都应与 相

等
。

另外
,

并不是要求的根
,

要求的根是
,

使 满足 与 一致
。

将不同指数值的解析
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木树高数据输入
,

以标准年龄时的树高值作为
。 ,

按最小二乘法定义
,

用 方 法

求出
,

将 代入 式
,

求出标准年龄时的各个树高理论值
, 。,

然后计算
二 ‘一 。‘

,
, ,

⋯
, 尔

二 为解析木株数
,

或为按指数归并平均后的数据组数
。

然后检验
。

是否成立
。 。

为允许误差 限
。

限定
, 。

与 的误差不影响到第一位小数
,

本项研究中
,

取‘为
。

若 式不成立
,

再把户
, 。

作为新的
。
代入 式

,

按最小二乘法定义重求
,

如此

重复
,

直到求得 式成立时的
,

上述不一致的问题便可得到解决
。

如不用剩余方差和 口 习
云 人

习
‘ 一 ‘ “, ‘

为第 株解析木的龄阶数
、

相 关指
一 一

数
,

及理论值 , ,

则计算已可结束
,

只需将地位指数表打印出来
。

若需要求得上述数据
,

则还应计算各解析木的最佳 值
。

以上计算的 目的
,

是使
, 。
与 一致和 尽量小

。

虽然每次计算都是在最小二乘 法定义

下进行的
,

但 因每次都用了新的指数值
,

值有可能随指数值的更新而增大
。

因为指数值的

不断更新
,

会使指数值偏离原曲线
,

从而使
、

及 ‘
产生偏差

。

因此应重新计算 使 达

最小的各 值
,

而参数 不再变化
。

现给出一个迭代公式 详细推导可参看第四节
。

计算下面的量
,

其中
。, 。 为与

‘。
相对应的各龄阶树高理论 值

。

百 八 八

平
‘

习
‘ 一 月 ‘ 。 ‘s 。,

F
‘

J 一 几

= 习 (H ‘,

j 一 1

一 Z H
. , 。

) H
‘i 。

用 W
‘、

F
‘
修正

S , : = S
‘。一 S

, 。

W

‘

/
F

‘
一

(
6

)

若 }S
‘。·

万
‘
/ F

‘
! < 0

.

01
,

则认为第 i株解析木的 S 已求得
,

接着计算下株解析 木 的 S ,

否则令新的 S ‘: =
S

‘。,

进入下次迭代
。

三
、

标准年龄变化时曲线变化情况分析

当标准年龄不同时
,

地位指数曲线(3 )式的形状是否会变化? 就理论而 言
,

若无变化
,

则

由(2)式确定的参数 B ,

对同一条指数曲线当标准年龄不同时(即 S 值不同
,

同时 C 值也不同

时)
,

由新的 S 与 C 所确定的B 值应与原值相同
。

严格说来这一点不会成立
。

因而 当标准年龄

不同时
,

指数曲线也将产生变动
。

但这种变化所产生的差异是否大到影响实用? 兹引用实例

予以分析
。

其原始数据为南岭 中段杉木优势木树干解析资料
。

数据经合并为13 组
,

标准年龄

为Zo a
。

现取标准年龄 :。

为 16
、

20

、

24

a
,

用(3) 式拟合
,

分别打 印出理论值进 行比较
。

限

于篇幅
,

只将13 组数据中最小
、

中等和最大指数值的数据抄录于表1( 表中第二列为标准年龄

20 a 时的地位指数值)
。

从表 中可看 出最大变动较差为。
.
09 m

,

影响到第一位小 数(o
.l m )

。

马尾松材料的计算结果的最大变动较差为o .
02 m

。

这对于实际应用来说是可以接受的
。

其 误

差是否完全因 :。
的变动而引起也不好定论

。

但可以肯定
,

较差中含有处理方法引起的误差
。

例如在使 t。

处的树高与指数一致时
,

在求使 O 达到最小的指数时
,

都允许有0.ol m 误差
,

此



期 骆期邦等
: R ic har ds 函数拟合多形地位指数曲线模型的研究 岛3宁

表 1 不同标准年龄时的树离曲线值比较
才。

⋯二⋯不面刁石丁子不下再岁粉 刃
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’
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.
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.
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}
4

.
1 6

4
4

.
7 。

!
5

.
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}
5

.
0 3

{
。
.
屯。

}
。
.
02

}
:
.
3 6

}
:

.
7 0

1
。

.
12

2 4

⋯
:理⋯!

·

料篮戏⋯
:
州
:
洲
:拢{
;
洲
:
剩
:
洲
::(
:
洲
::

一

i

;薰
允许误差必然会反映到表 1 中来

,

且有所扩大(曾做过试 验)
。

因此
,

若排除处理方法所引起

的误差(事实上很难做到)
,

表 1 中的较差定会更小
,

一般不会影响到第一位小数
。

就应 用而

言
,

可以认为标准年龄的变动
,

不会引起地位指数曲线形状的变动
。

而且从( 3 )式直接分析
,

按最小二乘法直接求参数C ,

无论标准年龄为多少
,

都必须满足剩余方差和 Q 最小
,

由此也

可以看出
,

标准年龄不同不会对曲线形状产生很 大影响
。

四
、

根据年龄和树高求解地位指数的简便迭代法

当( 3 )式建立后
,

将其展开成表
,

即可应用
。

但有时为了精确起见
,

需用实际树高和年

龄直接根据( 3 )式求出指数值 S ,

这时由于( 3 )式无法写成显式 S = 了
一 ’

(C

,

H

,

t) 而不 能直接

解出
,

因而只能用迭代法解决
。

这里讨论两种方法
。

先讨论牛顿切线法
。

把( 3 )式写成
:

、产、,
产

7

内6
了、r、

g “
H

一
j ( C

,
S

, 公) 二
H 一 H

则牛顿迭代公式为
:

S 。= S 卜:一 y 。, :
/
刀, * , ,

式中 g卜:= H 一
f ( C

,
S 卜:,

t
)

=
H

一
H 卜, ,

;
/ 。

一会1
:=:卜:

k 表示第 k 次迭代
。

这里需

指出的是
,

若要按( 3 )式求出精确的表达式是很繁的
。

但可看出
,

(
3

) 式中最重要的 S 是B0

(即 C os “,

) 中的 s ,

因而求导数时可把其它 S 看作常数
。

这时有

斋!
:=:卜:

一斋!
:一 :

。一、=
一 e

:
H / s

}
s = 。

_
== 一 C :

H
。一 ,

/ s
。一 :

口匆 一土

将其和( 7 )式一并代入( 8 )式有
:

凡 = 凡
一 : +

( H
一

H
* 一 1

)

.

5
* 一 ,

C
, 介一: (9)

S
。

可估计给出
。

导数取近似值并不影响最后求得的 S 。

当允许误差取0
.
01 m 时

,

一般迭代 3

一 5 次即可达到精度要求
。

再讨论第二节中提到的方法
。

把( 3 )式写成( 4 )式的形式
:
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S = (A /C
。

)
‘I “:

( 1 0 )

式 中 A = H (l 一 ‘刀 : ,

) 不下r 。

将初值 s 。

代入(10) 式的右边
,

求出 s:,

以 s 、

作为新的近 似 值

再代入
,

求出 52,

如此重复到 S 达到稳定
。

这种 方法可在 SH A R P E L 一
5 1 00 5 计算器上迅速

实现
。

五
、

所建多形地位指数曲线模型的特性分析

(3 )式作为地位指数曲线模型
,

是如何体现多形的
。

先讨论( l )式
,

它的一阶
、

二阶导

数为
:

;/·

怂
(卜 一

、,
)

蕊一 (11)
, 一 。:, ,

「
下

典
-
《卜

。一 , : ,
) 一。 一 , 且

一 1
1

‘ i 一 刀Z J

( 1 2 )

令二阶导数 扩= 。,

解出 t ,

这个 t 就是拐点年龄
。

由(1 2) 式可得
,

拐点处的 t 为

, = 一

亩
‘n “ 一 B

Z , ·

B
I
( S )

I n 〔1一 B
:
( S ) 〕 ( 13)

拐点是体现曲线形状的一个重要特征
。

由(13) 式可以看出
,

不同的地位指数有不同的拐点
。

现以南岭山地中段所建立的杉木多形地位指数曲线模型为例进行分析
。

( 3 ) 式的拟合结果为

C o= 3 。

5 2 0 6 7 C

一
==

0

。

6 6 1 3 8 6 9

C

Z
= 一 1

。

5 3 9 3 5 4 E
一 0 2 C

。
= 一 7

。

2 2 0 5 5 3 E
一 0 3

C
一

= 1
。

3 8 5 1 8 3 E
一 0 4 C

。 二 0
。

1 1 0 3 5 0 4

C

.
= 5

。

1 9 8 0 7 3 E
一 0 2 C

7 = 一 l
。

7 3 2 2 9 8 E
一 0 3

S = 0
。

3 1 8 S R
=

0

。

9 9 7 8

兹计算出不同指数级的 刀
、

拐点及30 a 时的树高值列于表 2
。

B 随 S 呈现有 规 律 的 变

化
,

其中 B 。

作为各指数级优势高的生长极限值
,

客观地体现了杉木林分生长的实际 情 况
,

B
:

作为速 度参数
,

随地位指数的提高而增加的特性
,

反映了立地质量越好
,

其树高生长越快

表 2 不同指教级的曲线特征值

H
, .

O甘八甘,白月b
6553.

⋯
9dl31毖,人n‘

2
月‘

一;
.

|

6
8
10
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14
16
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22
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16.14404
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25.53345
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0
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4
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0
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4
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7
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0

.

4 1 5 4
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8
。
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.
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。
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.

2 3
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.
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的生物规律
。

拐点年龄基本上随地位指数的增大而提前
,

表明了立地质量好的林分
,

其优势

高速生期来得早的生物意义
。

而30 a 时各指数级曲线的间距
,

由低指数级(6 一8) 的2.52 m
,

递减到高指数级(20一22) 的1
。

84 m

。

表 2 中各地位指数级的 5 个特征值的差异
,

以及各自体

现的上述规律
,

充分表明了杉木地位指数曲线的多形性
。

由于单形曲线是多形的一种特例
,

因而( 3 )式同样能表现单形
。

用( 3 )式作为拟合地位指数曲线的数学模型是比较理想的
。
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